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1. Вступ
Моделювання фільтраційних процесів з викорис-
танням напівемпіричної системи рівнянь Дарсі харак-
теризуються [1]: 
– визначенням виду граничних умов, які дозволя-
ють враховувати водопроникність грунту; 
– розробленням алгоритму та реалізація чисельно-
го методу розв’язання задачі фільтрації в грунтах;
– розроблення зручного інтерфейсу програмного 
модуля для проведення математичних розрахунків за 
розробленим алгоритмом реалізації обраної матема-
тичної моделі.
Математична модель фільтраційних процесів вра-
ховує особливість протікання – проникність середо-
вища, швидкості фільтрації, тиск рідини, особливості 
конфігурації досліджуваних областей. Запропоноване 
моделювання фільтраційних процесів є актуальною 
задачею, оскільки дозволяє одержати детальний кіль-
кісний опис процесів та вивчити особливості поши-
рення рідини в пористому середовищі. Результати мо-
делювання мають значення для прогнозування рівня 
паводкових та ґрунтових вод, оскільки описують осо-
бливості фільтраційної течії (течія рідини; динамічна 
в’язкість та густина рідини).
2. Аналіз літературних даних і постановка проблеми
Питання моделювання фільтраційних процесів 
досліджувались багатьма авторами, було встановлено 
та описано основні закономірності течії ґрунтових 
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В рамках дослідження, що описано в даній 
статті, удосконалено модель фільтраційної 
течії на основі системи рівнянь Дарсі шляхом 
урахування широкого класу граничних умов 
при моделюванні течії з відтоком рідини через 
поверхню досліджуваної області. Це дозволяє 
одержати детальний кількісний опис філь-
траційних процесів та одержати нові резуль-
тати в задачах оцінки рівня паводкових вод
Ключові слова: метод прогонки, тиск ріди-
ни, фільтраційний процес, коефіцієнт пропор-
ційності, поля швидкостей
В рамках исследования, описанного в дан-
ной статье, усовершенствована модель филь-
трационного течения на основании систе-
мы уравнений Дарси путем учета широкого 
класса граничных условий при моделировании 
течения с утечкой жидкости через поверх-
ность исследуемой области. Это позволяет 
получить детальное количественное описа-
ние фильтрационных процессов и получить 
новые результаты в задачах оценки уровня 
паводковых вод
Ключевые слова: метод прогонки, давле-
ние жидкости, фильтрационный процесс, 
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вод [2], яка описується параболічними рівняннями 
Бусінеска:
( ) ( ) ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = + + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
( , ) ( , ) ,
h h h
k H x y h k H x y h
t x x y y
 (1)
де h=h(x, y, t) – функція, що задає вільну поверхню 
ґрунтових вод; k=(S0ρg)/m – коефіцієнт проникності, 
ρ – густина води, g – прискорення вільного падіння, 
m – об’ємна маса, S0 – коефіцієнт, що визначається 
властивостями ґрунту. Проблемою при реалізації мо-
делі (1) є те, що рівняння (1) є нелінійним, для нього 
відсутній аналітичний розв’язок. Встановлення гра-
ничних та початкових умов для області дослідження є 
складною задачею, оскільки реальні області є велики-
ми за геометричними розмірами і вони мають суттєво 
складну геометричну конфігурацію [3].
У [4] розглянуті питання фільтраційних потоків та 
вплив інтенсивності й направленості фільтраційних 
процесів на еколого-меліоративний стан. Фільтрацій-
ні процеси, які супроводжують циклічну експлуата-
цію нафтової свердловини, при якій забійний тиск не є 
постійним, а змінюється в часі періодично, наведено в 
[5]. Недоліками даних технологій є вузька область до-
слідження, оскільки вони спрямовані на дослідження 
фільтраційних процесів тільки на рисових зрошуваль-
них системах та у нафтовій галузі.
Відомі алгоритм розв’язання задачі знаходження 
невідомих ліній розділу течії і точки «призупинення» 
потоку [6], за яким автоматично будуються динамічні 
сітки та обчислюються фільтраційні витрати. Проте 
вказані алгоритми не враховуються водно-фізичні 
властивості грунтів.
У [7] розписано основні процеси та фази гранично-
го напруженого стану ґрунтів без врахування особли-
востей фільтраційної течії. 
Задача консолідації ґрунтового масиву з враху-
ванням механічної суфозії на межі контакту двох 
пластів ґрунту різної фракції розглянута в [8]. В даній 
задачі не враховують стисливість флюїду і пористого 
скелета ґрунту.
Відома математична модель двовимірної задачі філь-
траційної консолідації ґрунту з урахуванням впливу 
багатокомпонентних сольових розчинів і неізотермічних 
умов [9], що не встановлює конфігурації вільної поверхні 
ґрунтових вод у початковий момент часу.
У [10] розглянуті питання збереження ґрунтів, 
покращення їх режиму й властивостей, підвищення 
родючості з урахування лише однієї водно-фізичної 
властивості (водопроникності).
Враховуючи вищезазначене, невирішеними зали-
шаються питання:
– не врахування водно-фізичних властивостей 
ґрунтів;
– конфігурації вільної поверхні ґрунтових вод у 
початковий момент часу;
– вузької області дослідження фільтраційних про-
цесів.
Також є об’єктивні труднощі, що пов’язані з розроб-
кою адекватних математичних моделей фільтрацій-
них процесів, які дозволяють проводити оцінку рівня 
паводкових та ґрунтових вод, описувати особливості 
фільтраційної течії, тому що має місце недостатня ви-
значеність граничних та початкових умов для області 
дослідження фільтраційних процесів.
3. Ціль і задачі дослідження
Метою роботи є розробка математичної моделі 
та відповідного чисельного методу для моделювання 
процесу фільтраційної течії рідини в області з відто-
ком рідини через поверхню. Це дозволить одержати 
нові результати в задачах оцінки екологічних ризиків 
при виникненні аварійних ситуацій на об’єктах нафто-
газовидобувної промисловості. Також дана розробка 
може бути використана при прогнозуванні розвитку 
паводкових явищ на гірських річках.
Для досягнення поставленої мети необхідно вико-
нати наступні завдання:
– удосконалити моделі фільтраційної течії на осно-
ві законів Дарсі та Форхгеймера з урахуванням специ-
фіки конфігурації областей;
– розробити та дослідити збіжність чисельного мето-
ду розв’язання системи рівнянь з частинними похідни-
ми, яка описує фільтраційну течію в досліджуваній пря-
мокутній ділянці ґрунту з використанням рівнянь Дарсі;
– провести тестові та модельні розрахунки з вико-
ристанням програмного модуля. 
4. Математичні основи моделювання  
фільтраційних процесів у ґрунтах.  
Чисельний метод розв’язання задачі Діріхле
Одним з найбільш дієвих методів прогнозування 
рівня паводкових вод є метод математичного моде-
лювання процесів, що відбуваються при потраплянні 
в ґрунт значної кількості рідини при великому об’ємі 
атмосферних опадів. При цьому найбільш адекватною 
моделлю є модель фільтраційних процесів з викорис-
танням рівнянь Дарсі, які утворюють систему дифе-
ренціальних рівнянь з частинними похідними:
∂ ∂ + =∂ ∂
∂ µ = −∂
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де u, v – компоненти швидкості рідини, що фільтруєть-
ся через середовище, ρ – густина рідини, p – тиск, µ – 
коефіцієнт динамічної в’язкості рідини, g – прискорен-
ня вільного падіння, x, y – координати, K – коефіцієнт 
фільтрації (проникність).
Важливою при розв’язанні проблеми моделюван-
ня фільтраційних процесів є постановка відповідних 
граничних умов. Граничні умови виставляються в до-
пущенні про те, що рух рідини обумовлений перепадом 
тиску між областю та границею. 
При побудові математичної моделі приймаються 
наступні допущення:
– течія рідини в циліндричній формі з радіусом 













тикальної осі області, фактично, розглядається течія в 
прямокутній області;
– динамічна в’язкість µ та густина ρ рідини вважа-
ються сталими;
– температура середовища та його проникність вва-
жаються сталими;
– тиск в точках, що визначається лише атмосфер-
ним тиском та тиском стовпа рідини.
Задача оцінки швидкості фільтрації в середовищі з 
опором в прямокутній області:
{ }= ≤ ≤ ≤ ≤0 ; 0G x R y H  (3)
за умови V>>V2, де V – модуль вектора швидкості V(u; v) 




















де u, v – компоненти вектора швидкості фільтрації; p – 
тиск рідини. В тому випадку, коли умова V>>V2 не вико-
нується, два останні рівняння системи (4) записуються 
з використанням закону фільтрації Форхгеймера:
∂ ∂ + =∂ ∂
 ∂ µ r− − − β = ∂
 ∂ µ r















   (5)
де ß – безрозмірний коефіцієнт, який залежить від 
структури пористого середовища, ß≈1; k – коефіцієнт, 
який за розмірністю співпадає з коефіцієнтом проник-
ності; V – характерна швидкість фільтрації. Системи 
(4) та (5) доповнюються граничними умовами виду:
∂ = ( , ),Gp f x y    (6)
де f(x, y) неперервна функція в області G, або
∂ = ( , ),Gp g x y    (7)
де g(x, y) – кусково-неперервна функція. Умови (6) 
описують випадок, коли стінки або границі області 
G є вільно проникними для рідини. У випадку вико-
ристання умов (7) вирішуються задачі дослідження 
фільтраційної течії за умови, коли частина області G 
має непроникні для рідини границі. Крім того, розв’я-
зок задач (4) та (5) з умовами (6) дозволяє вивчити 
розмір зони впливу наявності витоків з області на кон-
фігурацію течії в цілому.
У процесі моделювання зроблено наступні припу-
щення:
– модельна задача розв’язується для області, що 
має форму прямокутника заданої висоти H та ши-
рини L (рис. 1), в нижній частині якої наявні отвори, 
через які фільтрується рідина;
– рідина характеризується постійною в’язкістю 
µ (Па∙с) та густиною ρ;
– температура середовища є сталою;
– швидкість фільтрації є такою, що величинами 
порядку V2 можна знехтувати;
– тиск в усіх точках області визначається атмос-
ферним тиском та тиском стовпа рідини, що обумов-
люється малістю величини V2;
– опір стінок області вважається рівним нулю.
 
Рис. 1. Схема досліджуваної області
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В умовах (7) враховується, що рідина перетікає 
через область на відрізку [yi, yi+1]. Введення індексів 
означає, що таких зон витоку може бути декілька. 
Задаючи граничні умови у вигляді (8), моделюється 
конфігурація ґрунтових класів, при яких перетікання 
рідини має місце лише на певних глибинах: A – зона 
непроникної породи, B – зона проникної породи. При 
умові, що µ=const, K=const система (2) суттєво спро-
щується і зводиться до задачі Діріхле, відносно тиску 
рідини, записуючи (2) у вигляді:
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Задача Діріхле (або перша крайова задача) − задача 
відшукання регулярного в області рішення еліптично-
го рівняння 2-го порядку, що приймає наперед задані 
значення на границях області.
Оскільки граничні умови є розривними, для одер-
жання розв’язку задачі (9) з умовами (8) використову-
ються чисельні методи [8]. Для чисельного розв’язання 
задачі Діріхле з відповідними граничними умовами 
використовується метод верхньої релаксації по ряд-
ках [8]. Математичні особливості розв’язання задачі 
методом верхньої релаксації розглянуто в роботі [9], 
встановлено залежність між значеннями параметрів 
релаксації та збіжністю ітераційного процесу. 
Для рівняння (9) вибирається розрахункова сітка 
області (рис. 2) з однаковим кроком по координатах x 
та y, що дорівнює h. I – кількість точок розбиття по x, 









Рис. 2. Послідовна верхня релаксація по рядках
Застосовуючи метод скінчених різниць, одержимо 
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В залежності (11) ß=∆x/∆y=1–y у випадку однако-
вого кроку сітки, ω≤ß2+1 – параметр верхньої релак-




+  – тиск в точці розбиття 
хі та уі на кроці ітераційного процесу за номером k+1. 






















+  береться з попереднього кро-




−  береться з 
попереднього шару на кроці ітераційного процесу за 
номером k+1. Для реалізації вказаного методу необ-
хідно задати початкове наближення розподілу тиску – 
наприклад, на першому кроці ітераційного процесу 
розподіл тиску задається залежністю (7). Система (9) 
на кожному кроці розв’язується за методом прогонки. 
Метод прогонки застосовується до матриць, в яких 
більшість елементів дорівнює нулю. Причому струк-
тура матриці не хаотична, а цілком визначена, а саме – 
матриця тридіагональна, ненульові елементи розта-
шовані на головній діагоналі і двох прилеглих до неї. 
Метод прогонки є окремим випадком методу Гауса і 
також складається з прямого і зворотного ходу. Для 
розв’язання системи, матрицю спочатку потрібно при-
вести до дводіагонального виду:
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Поділивши перший рядок матриці, наведеної вище, 
на –b1 очевидно, що: P1=c1/b1; Q1=–d1/b1 і можна ви-
вести формулу для прямого ходу: Pi=ci/(bi–aiPi-1); Q1= 
=(ai Qi-1–di)/(bi–aiPi-1, i=2,…N.
Потім необхідно виконати зворотний хід – знайти 
вектор X – з останнього рядка перетвореної матриці 
випливає, що xn=Qn. В той час інші елементи вектора 
обраховуються за формулою: xi=Pixi+1+Qi. i=1,…, N–1.
Метод прогонки стійкий, якщо │Pi│<1, i=1,…, N (що 
слідує з діагонального переважання матриці) і корек-
тний, якщо (bi–ai)Pi-1)≠1 (інакше формули прямого 
ходу не матимуть змісту).
Задаючи початкове наближення функції p0=(x, y) 
з урахуванням граничних умов, одержується система 
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де A=ω/(2(1+ß2)); C=1–ω; B=Aß2; ß=∆x/∆y; N − кіль-
кість точок розбиття по x; s – номер шару по y.
При такому підході послідовна верхня релакса-
ція включається в алгоритм розв’язку на кожному 
рядку, а не є окремим кроком процедури розв’язку. 
Оскільки при використанні програми бажано за-
безпечити діагональне переважання, то в алгоритмі 
необхідно витримувати умову ω≤1+ß2. Ітераційний 
процес переривається тоді, коли різниця між зна-
ченнями тиску на сусідніх кроках ітераційного про-
цесу не перевищує заданого рівня точності ε. Після 
знаходження розподілу тиску компоненти вектора 
швидкості обчислюються з другого та третього рів-
няння системи (2).
5. Результати дослідження алгоритму та  
реалізація чисельного методу розв’язання задач 
фільтрації в ґрунтах
Дослідження алгоритму та реалізація чисельного 













валося на основі алгоритмів вирішення гідро- і газо-
динамічних завдань гідродинаміки і теплообміну [9].
Алгоритм розв’язання задачі наступний: 
– задається початкове наближення розв’язку p0=(x, y);
– на кожному шарі по координаті y розв’язується 
система (13), в результаті чого за відомими pK=(x, y) 
знаходиться наближення pK+1=(x, y);
– якщо виконується умова:
+− < ε1( , ) ( , )K Ki j i jp x y p x y  ∀( , ),i jx y   (13)
де ε − заданий рівень точності розв’язку задачі, то іте-
раційний процес припиняється.
Важливим моментом є те, що системи (3) та (4) мо-
жуть бути зведені до виду:
∂ ∂ + =∂ ∂
∂ = − ∂
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а вигляд констант C1 та C2 залежить лише від типу 
моделі ((3) або (4)). Отже, достатньо визначити роз-
поділ тиску на досліджуваній ділянці та його частин-
ні похідні по х та у. Aбсолютні значення компонент 
вектора швидкості можуть бути визначені як лінійна 
комбінація знайдених похідних з відповідними кое-
фіцієнтами. Коефіцієнти характеризують середовище 
фільтрації (коефіцієнт проникності) та речовину, яка 
фільтрується (динамічна в’язкість та густина).
За наведеними алгоритмами, які реалізують чи-
сельну процедуру моделювання процесу фільтрації, 
розроблено програмний модуль в середовищі програ-
мування Delphi (рис. 3).
 
Рис. 3. Головне вікно програми
Головне вікно роботи програми представлено на 
рис. 3.
6. Обговорення результатів моделювання процесів 
фільтрації в ґрунтах
Розроблений програмний модуль дозволяє про-
водити тестові розрахунки розподілу тиску області 
дослідження із заданням різних початкових та гранич-
них умов.
Результати моделювання залягання проникної 
зони наведено на рис. 4: рис. 4, а − на лівій границі 
шириною 10 точок і на правій шириною 3 точки (при 
загальній кількості точок розрахункової сітки 50×50), 
рис. 4, б − за відсутності відтоку на лівій границі.
Вихідні дані для результатів, показаних на рис. 4, б, 







Рис. 4. Розподіл тиску: а – відтік на правій і лівій 
границях; б – відтік на правій границі
Результати, наведені на рис. 4, одержані шляхом ре-
алізації описаного вище обчислювального алгоритму: 
початкові умови задано на основі залежності (8), ітера-
ційна процедура розрахунку поля тиску реалізована 
за формулою (11). 
Результат моделювання горизонтальної компонен-
ти швидкості для тих самих випадків наявності відто-
ку показано на рис. 5.
Дослідження горизонтальної компоненти швид-
кості по висоті області виявило, що вплив наявності 
цих зон є відчутним лише в невеликому околі цих зон, 
тобто наявність витоків по висоті області практично 
не впливає на параметри течії внизу цієї області.
Критерій зупинки ітераційного процесу – виконан-
ня умови (12). Графічно оцінку величини похибки дано 
за допомогою залежності, наведеної на рис. 6. 
Окрім того, програмний модуль дозволяє прово-
дити дослідження стійкості ітераційної процедури в 
залежності від параметру релаксації. Результати роз-
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Таблиця 1
Залежність кількості ітерацій від параметра релаксації
Параметр релаксації 0,5 0,8 1,05 1,2 1,3







Рис. 5. Розподіл горизонтальної компоненти швидкості: 
а – відтік на правій і лівій границях;  
б – відтік на правій границі
 
Рис. 6. Оцінка похибки обчислення за наявності відтоку на 
правій і лівій границях
Дані, наведені в табл. 1, одержані при застосування 
розрахункової сітки 50×50 та при величині точності 
розрахунків 0,0001. Аналіз одержаних даних дозволяє 
підібрати коефіцієнт релаксації для оптимізації про-
ведення розрахунків.
Отже, при реалізації чисельного методу одержано 
наступні результати:
– створено чисельний алгоритм та програму для 
реалізації алгоритму, який дозволяє проводити роз-
рахунок поля тиску в досліджуваній області. Прове-
дено тестові розрахунки та встановлено, що збіжність 
ітераційного процесу досягається за 4–5 кроків при 
оптимальному підборі параметру релаксації;
– одержано розподіл поля швидкостей для модель-
ної області з урахуванням залежності середовища від 
координати y;
– встановлено, що за граничних умов, записаних 
у вигляді (7), процес фільтрації здійснюється таким 
чином, що не спостерігається накопичення рідини по 
висоті області.
Проведені розрахунки здійснено для модельних 
областей, в які поступає вода ззовні і спостерігається 
явище фільтрації. 
Розроблені математичне забезпечення та програм-
ний модуль можуть бути складовою системи моде-
лювання процесу фільтрації за відомого значення 
динамічної в’язкості рідин, які фільтруються, та кое-
фіцієнта проникності [11, 12].
У результаті моделювання процесів фільтрації в 
ґрунтах встановлено і здійснено наступне:
– вдосконалено чисельний алгоритм розрахунку 
поля тиску в досліджуваній області за рахунок задан-
ня виду граничних умов та побудови збіжного ітера-
ційного процесу при оптимальному підборі параметру 
релаксації;
– проведено якісний аналіз розмірів зони поши-
рення рідини при реалізації технологічних процесів 
видобутку сланцевого газу.
Перевагами даного дослідження в порівнянні з 
аналогами є забезпечення стійкості розв’язку чисель-
ної схеми за рахунок підбору оптимального параметру 
релаксації та врахування властивостей середовища, 
яка межує з ділянкою моделювання. Альтернативною 
математичною моделлю являється модель фільтрацій-
ної консолідації ґрунтів з урахуванням багатофрак-
ційної суфозії [9], що не встановлює конфігурації віль-
ної поверхні ґрунтових вод у початковий момент часу.
Слід зазначити, що недоліком дослідження є не-
врахування морфологічних характеристик річки та 
річкової системи. Тому розвиток даного дослідження 
вбачається у залученні технічних засобів для отри-
мання оперативних даних про зміну рівня ґрунтових 
та паводкових вод у режимі реального часу з метою 
забезпечення екологічної безпеки довкілля.
7. Висновки
1. Здійснено моделювання фільтраційної течії на ос-
нові системи рівнянь Дарсі шляхом урахування широ-
кого класу граничних умов (модуль вектора швидкості) 
при моделюванні течії з витоком рідини через поверхню 
досліджуваної області, що дозволить попередити під-
вищення рівня води річок у період паводків та повеней.
2. Реалізовано чисельний метод розв’язання задачі 
Діріхле з використанням різницевого методу послідов-
ної верхньої релаксації і з урахуванням різних значень 
параметрів релаксації та властивостей досліджува-













вивчення поведінки ґрунтових вод в екологічних (па-
водки, підтоплення територій) та технологічних (ви-
добування сланцевого газу) аспектах.
3. Здійснено аналіз одержаних числових резуль-
татів з урахуванням властивостей грунтів в зонах па-
водку та можливих аварійних витоків, об’єму рідини, 
що надходить в область, гідрологічних, кліматичних та 
природних умов регіонів, для яких пропонується вико-
ристовувати запропонований програмний модуль. При 
реалізації чисельного методу одержано наступні резуль-
тати: розподіл поля швидкостей для модельної області з 
урахуванням залежності середовища від координати, а 
також встановлено, що процес фільтрації здійснюється 
при не накопиченні рідини по висоті області. 
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